BERTRAND'IN KUTU PARADOKSU

Olasilik Yanilgisini Kesfetmek: Oyunlastiriimis
Ders Uygulamasi

Sinif 9-10-11-12 Siniflar Siire 40 Dakika
Ders Matematik, Bilgisayar Bilimi  Arag Dijital Simdlasyon
Konu  Kosullu Olasilk Yontem  Oyunlastirma + Sorgulama

Temel Soru: "Altin para gordiigiinde kutudaki diger paranin da altin olma ihtimali
nedir?" Sezgi %50 der — matematik %66.7 der. Hangisi dogru?

1. KAZANIMLAR VE OGRENME HEDEFLERI

Bu dersin sonunda 6grenci;

» BILGI

Kosullu olasilik kavramini tanimlar.
Orneklem uzayini dogru bicimde olusturur.
Bayes Teoremi'nin temel mantigini ifade eder.

» KAVRAMA

"Kutu mu, para mi érnekleniyor?" sorusunu analiz eder.
Gozlem secimi 6nyargisinin ne oldugunu agiklar.
Sezgisel yanitin neden yaniltici oldugunu gerekgelendirir.

» UYGULAMA

Simulasyon verilerini okur ve yorumlar.
Frekans tablosu olusturarak deneysel olasilik hesaplar.
Blyik Sayilar Yasasi'ni gozlemsel olarak dogrular.



» ANALIZ

Matematiksel kaniti adim adim takip eder.

Sezgi ile matematik arasindaki geligkiyi ¢6ztimler.

Benzer paradokslara (Monty Hall) baglanti kurar.

2. DERS AKISI — 40 DAKIKA ZAMAN

CIZELGESI

ASAMA  SURE

1 0-5 dk
2 5-12 dk
S
s

ETKINLIK

Dikkat Cekici Girig: "Sezgine Glven"
Anketi

Paradoksun Tanitimi + lk Oyun
Turu

Yanilginin Kesfi: Neden Yanildik?

Matematiksel Kanit: Orneklem Uzayi
+ Bayes

Similasyon ile Dogrulama: Biiylik
Sayilar

Kapanis: Monty Hall Baglantisi +
Cikis Bileti

YONTEM

Bireysel tahmin

Simlasyon +
Tartisma

Sorgulama + Analiz

Dogrudan Ogretim

Kesif + Veri Analizi

Degerlendirme




3. DETAYLI UYGULAMA REHBERI

[10-5. DAKIKA | ASAMA 1: DIKKAT CEKICI GIRIS
— "SEZGINE GUVEN" ANKETI
@ Bu Asamanin Amaci

Ogrencilerin 6n bilgilerini ve sezgilerini ortaya ¢ikarmak; paradoksla ilk karsilasmada
dogal yanilgiy tetiklemek. Ogrenci "yanlis" cevap verecek — bu planhdir.

B Ogretmen Adimlan
Adim 1.1: Tahtaya veya ekrana sunu yazin:

"Bir kutuda altin para gordim. Kutudaki diger paranin da altin olma ihtimali nedir?"
Adim 1.2: Ogrencilere 1 dakika siire verin, kadida cevaplarini yazsinlar.

— Segenekler: A) 1/3 B) 1/2 C) 2/3 D) Bilmiyorum

Adim 1.3: El kaldirma ile hizli yoklama yapin.

— Beklenen: Sinifin bliyiik cogunlugu (%70-80) "1/2" diyecek.

Adim 1.4: Cevaplari tahtaya not edin, degerlendirme yapmayin.

— Soyleyin: "Dersin sonunda kimin hakli oldugunu birlikte gorecegiz.”

/A OGRETMEN NOTU — Yanilgi Neden Tetikleniyor?

Ogrenciler "kutu secimi" perspektifinden disiiniir: "GG kutusu elenmis, geriye AA ve AG
kald, dolayisiyla 1/2." Bu mantik yanhstir glinki érnekleme birimi KUTU degil,
PARA'dir. Bu fark dersin tim matematiksel 6zlidir. Sezgisel yanit (1/2) ile dogru yanit
(2/3) arasindaki bu ucurum "Goézlem Secimi Onyargisi” olarak bilinir.

[15—-12. DAKl'EKA | ASAMA 2: PARADOKSUN
TANITIMI + ILK OYUN TURU

@ Bu Asamanin Amaci



Similasyonu tanitmak, 6grencilerin bizzat oynamasini saglamak ve "hissettigim ile gergek
arasinda bir fark var mi?" sorusunu somutlagtirmak.

B Ogretmen Adimlan
Adim 2.1: Simlasyonu projektorde acin.

— Teorik panel kapal tutun — dnce oyun deneyimi gelecek.

Adim 2.2: Kurallarn 60 saniyede anlatin:

— 3 kutu var: AA (iki altin), GG (iki giimus), AG (bir altin bir giimus). Kutu
seciyorsunuz, sistem bir para cekiyor. Altin ¢ikarsa tahmin yapiyorsunuz.

Adim 2.3: 3 gonulli 6grenciyi tahtaya cagirin.

— Her biri 3'er tur oynasin. Sonuglari tahtaya kaydedin.

Adim 2.4: Sinifa sorun: "Kag turda altin gordiiniiz? Kaginda digeri de altindi?"

— Kiiclik 6rneklemde sonuclar daginik olacak — bu normaldir, ilerleyecegiz.

Adim 2.5: Teorik paneli agin, 3 kutuyu birlikte inceleyin.

— Sorun: "Bu 3 kutudan hangisinde altin para daha fazla var?"

i Kutu Icerikleri Ozet

KUTU PARA 1 PARA 2 ALTIN SAYISI
Kutu 1 (AA) 1 Altin (A1) 1 Altin (A2) 2/2
Kutu 2 (GG) O GUmis (Gi1) OGUmis(G2) 0/ 2

Kutu 3 (AG) [ Altin (A3) o Gimiis (G3) 1/ 2

[112-20. DAKIKA | ASAMA 3: YANILGININ KESFI
— NEDEN YANILIYORUZ?

@ Bu Asamanin Amaci



Ogrencilerin "1/2" yanitinin neden yanlis oldugunu kendi sorgulamalari ile kesfetmesi.
Ogretmen cevabi vermez — dogru sorulari sorar.

Q Sorgulama Sorulari
? Soru 1: Altin para cektiginizde hangi kutularda olabilirsiniz?

® Beklenen: "AA veya AG" — Bu dodru ama eksik bir analiz.

? Soru 2: AA kutusundan altin gekmenin kag farkli yolu var?

® Beklenen: "2 yol" (A: veya Az). Burasi kritik!

? Soru 3: AG kutusundan altin gekmenin kag farkli yolu var?

® Beklenen: "1 yol" (sadece Az). Asimetri ortaya cikiyor!

? Soru 4: "Altin gordiim" dedigimde toplam kag senaryo mimkiin?

® Beklenen: "3 senaryo: A1, Az, A3z"

? Soru 5: Bu 3 senaryonun kaginda diger para da altin?

® Beklenen: "2'sinde (A1 ve Az senaryolar))” — P = 2/3 I

@ YANILGININ KOKENI — Neden Herkes 1/2 Diyor?

1/2 diyen 6grenci soyle distinlr: "GG kutusu elenmis — geriye AA ve AG kaldl — iki
ihtimal — 1/2"

Bu dislincenin HATASI: Kutulari esit agirlikla saymak.

AA kutusundan altin gekmek, AG kutusundan altin gekmekten 2 KAT DAHA
KOLAY! Clinkl AA'da 2 altin para var, AG'de sadece 1 altin para var.

Dogru analiz birimi KUTU degil, PARA'dir. Her para esit olasilikla ¢ekilir — 6 esit
olasilikli para — 3 altin — 2/3

[120-30. DAKIKA | ASAMA 4: MATEMATIKSEL
KANIT

@ Bu Asamanin Amaci

Sezgisel kesfin ardindan formal matematiksel kaniti sunmak. ki yontem gdsterilir: (1)
Orneklem uzayi sayimi, (2) Bayes Teoremi.



k. YONTEM 1: Orneklem Uzayi Sayimi (9. Sinif Diizeyi)

Tum olasi senaryolari listeleyin:

SENARYO CEKIiLEN PARA KUTU DiGERI  GECERLi?

1 O Az (Altin) AA O Altin v GEGERLI
2 [0 A2 (Altin) AA O Altin v GECERLI
3 O G1 (Gumds) GG O Gumis X Elendi
4 O G2 (Gumus) GG O GUmils X Elendi
5 [0 As (Altin) AG O Gimiis v GEGERLI
6 O Gs (Gumds) AG O Altin X Elendi

Altin goriildiigiinde — 3 gegerli senaryo, 2'sinde digeri altin - P = 2/3

A YONTEM 2: Bayes Teoremi (Adim Adim)

Adim B1 — Olaylan tanimla:

A
B

"Secilen kutunun AA olmasi"
"Cekilen paranin altin olmasi”

Adim B2 — Bilinenleri yaz:

P(AA) = 1/3 | P(GG) = 1/3 | P(AG) = 1/3
Adim B3 — Kosullu olasiliklan belirle:

P(Altin | AA) = 2/2 = 1
P(Altin | GG) = /2 = ©
P(Altin | AG) = 1/2

Adim B4 — Toplam olasilik teoremi ile P(Altin) hesapla:

P(Altin) = P(Altin|AA)-P(AA) + P(Altin|GG)-P(GG) + P(Altin|AG)-P(AG)
1-(1/3) + 0-(1/3) + (1/2)-(1/3)

1/3 + 0 + 1/6 = 1/2
Adim B5 — Bayes formiiliinii uygula:



P(AA | Altain) = P(Altin | AA) - P(AA) / P(Altin)
1 - (1/3) /7 (1/2)
(1/3) / (1/2) = 2/3 V

¥ MATEMATIKSEL SONUC

P(Diger para da altin | Altin gordiim) = 2/3 = %66.7

Bu sonug¢ hem drneklem uzayi sayimi hem de Bayes Teoremi ile dogrulanmistir. Sezgi
neden yaniliyor? Clinkii AA kutusunun altin para gésterme olasiligi, AG kutusununkinin
tam 2 KATI'dir. Sezgi bu asimetriyi gormezden gelir.

[130-37. DAKIKA | ASAMA 5: SIMULASYON ILE
DOGRULAMA

@ Bu Asamanin Amaci

Blyuk Sayilar Yasasi'ni gozlemsel olarak deneyimlemek. Similasyonun otomatik modunu
kullanarak deneysel oran ile teorik oranin birbirine yaklastigini gérmek.

B Ogretmen Adimlan
Adim 5.1: Similasyonun istatistik panelini gdsterin.

— Sifirla butonuna basin, herkes temiz baglasin.

Adim 5.2: Normal hizda 10 tur galistirin.

— Sorun: “Oran 2/3'e yakin mi?" — Kiicuk drneklemde sapma olabilir, normaldir.

Adim 5.3: Hizl moda gegin, 100 tur calistirin.

— Sorun: "Simdi ne gériyorsunuz?”— Oran %66.7'ye yaklasmaya baslar.

Adim 5.4: 1000 tur cahstirin.

— Beklenen: Oran %64—%69 aralijinda. Teorik deger %66.7.

Adim 5.5: Sorun: "Neden daha fazla tur attikca sonuc %66.7'ye yakiasiyor?”

— Bu Blylk Sayilar Yasasi'nin sezgisel aciklamasina kapi aralar.

¥ BUYUK SAYILAR YASASI — Ogrenciye Aciklama



Tek bir deney sansa baglidir. Ama ¢ok sayida deney yapildiginda, sonuglarin ortalamasi
teorik olasiliga yaklasir.

10 tur: Sonug %40 ile %90 arasinda olabilir (sans yiksek etkili)
100 tur: Sonug %58 ile %75 arasinda olur (sans etkisi azalir)

1000 tur: Sonug %64 ile %69 arasinda olur (teorik degere yakiasir)

Bu yasa, sigortacilik, finans ve istatistigin temel tasidir.

Ml Ogrenci Veri Kayit Tablosu (Tahtaya Cizin)

TUR ALTIN _ DIGERL ORAN TEORIK
SAYISI GORULDU ALTIN (%) (%)
10 . _ _ %66.7
50 _ _ _ %66.7
100 _ _ _ %66.7
1000 %66.7

[137-40. DAKiKA | ASAMA 6: KAPANIS + GIKIS
BiLETi

@ Bu Asamanin Amaci

Ogrenilenleri pekistirmek, Monty Hall baglantisini kurmak ve égrencinin kavramsal
dénlsimund dlgmek.

Bl Ogretmen Adimlar

Adim 6.1: Dersin basindaki ankete geri dénin.

— "Simdji ayri soruya ne cevap verirdiniz?" — El kaldirma ile tekrar yoklama.

Adim 6.2: Monty Hall Paradoksu'nu 1 dakikada tanitin.

— "3 kapi, 1 araba, 2 kegi. Kapi agildiktan sonra degismeli mi?" — Ayni mantik!



Adim 6.3: Cikis biletini dagitin. 3 dakika stire verin.

— Toplanan biletleri hizlica gézden gegirin — bir sonraki derse veri saglar.

Adim 6.4: Kapanis cimlesi:

— "Matematik sezgimizi diizeltir. Bugiin gordigimiiz sey: Dogru soru sormak, dogru
cevabi bulmaktan daha énemlidir.”

4. CIKIS BILETI — OGRENCI
DEGERLENDIRME FORMU

Ad Soyad: Tarih:

SORU 1: Bertrand Paradoksunda dogru yanit nedir? Neden?

Cevap:

SORU 2: Neden ¢ogu insan 1/2 yanilgisina diisiiyor? Agiklayin.

Cevap:

SORU 3: Simiilasyonda 1000 tur sonunda oran %66.7'ye yaklasti. Bu hangi
matematiksel yasayla agiklanir?

Cevap:

SORU 4: Monty Hall Paradoksu ile bu paradoks arasindaki benzerlik nedir?

Cevap:




Bugiin en cok sasirdigim sey:

5. FARKLILASTIRMA VE UYARLAMA
ONERILERI

Hazir Bulunuslugu Diisiik Ogrenciler

SimUlasyonu sadece izleyerek takip etsinler.

Orneklem uzayi tablosunu énceden yazili olarak verin.
Sadece Yontem 1 (sayim) Uzerinde durun, Bayes atlanabilir.
Somut nesne kullanin: 3 kutu, 6 renkli top.

Hazir Bulunuslugu Yiiksek Ogrenciler

Bayes Teoremini formdil diizeyinde yazdirin.
Monty Hall problemini matematiksel olarak ¢ézdurtn.

"Kag tur sonra %66'ya ulasilir?" sorusunu arastirtin.

Gorsel Ogrenenler

Orneklem uzayini agac¢ diyagrami olarak gdsterin.
Tur sayisi — oran grafigi cizdirin.

Teknoloji Kisith Ortam

Simlasyon yerine gercek kutu + renkli boncuk kullanin.
30 tur fiziksel deney yapip sinif verilerini birlestirin.




6. DEGERLENDIRME RUBRIK

KRITER MUKEMMEL (4) YETERLI (2-3)

2/3 der, kismi

Dogru Yanit 2/3 der ve gerekgeler aciklama

Yanilgi Ornekleme birimini Kismi aciklama
Aciklama dogru belirtir yapar

Bayes Formili dogru Adimlar eksik ama
Uygulamasi uygular mantik dogru
Similasyon BSY'yi badlar, veriyi Veriyi okur, yorum
Yorumu okur eksik

GELISECEK
(0-1)

1/2 der veya
bilmez

Aciklayamaz

Formllu bilmez

Veriyi
okuyamaz

7. OGRETMEN HAZIRLIK LISTESI

Ders Oncesi Kontrol:

L Simlilasyon dosyas! (bertrand-paradox.html) bilgisayarda acik ve test edilmis
L Projektor / akilli tahta calisiyor

L Cikis bileti fotokopileri hazir (6grenci sayisi kadar)

" Tahtada bos alan var (tablo igin)

-

Yedek plan: Gercek kutu + renkli boncuklar hazir

Tahmini Siire Dagilimi:

Asama Standart Kesilebilir
Asama 1 (Anket) 5 dk 3dk
Asama 2 (Oyun) 7 dk 5 dk

Asama 3 (Kesif) 8 dk Kesilemez!



Asama Standart Kesilebilir

Asama 4 (Kanit) 10 dk 7 dk
Asama 5 (Similasyon) 7 dk 5 dk
Asama 6 (Kapanig) 3 dk Kesilemez!

Sikca Karsilasilan Durumlar:

AT Durum 1: Ogrenci "ama 2 kutu kaldi, 1/2 olmali" diye israr ederse: Sorun: "Kutu
mu seciyoruz, para mi ¢ekiyoruz?" Odagi paraya gevirin.

A Durum 2: Similasyon 10 turda %50 gosterirse: Soyleyin: "Bu sansa bagl. Daha
fazla tur atalim. " Kligik 6rneklem normaldir.

AL Durum 3: Bayes formull cok karmasik gelirse: Yontem 1 (sayim) yeterlidir. Bayes
ek zenginlestirme olarak sunun.

A Durum 4: Odrenci Monty Hall ile karistirirsa: "Ayni mantik, farkii kostim” deyin.
ikisi de 6rnekleme asimetrisine dayanir.
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